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2010 年全国研究生数学建模竞赛 D 题 

                ₆ ᾘϖ ᾭ  

                                                      D  

                                          2010.11.5 Ẳ  

 

一．本题背景   

本题是从一个科研项目中提炼而成，该项目是一个工程项目，为加工我国独立自主研制的

新型地空导弹的天线罩，需要研制一台大型精密内外圆数控磨床，由某航天科研院与善长于磨

床研究生产的上海机床厂合作研制。这项工程包括研制一台能磨削天线罩这样工件的磨床，并

调试机床数字控制系统。该工程的研制成功，不仅解决了当时国内加工导弹天线罩这类特殊工

件采用靠模式机床无法保证精度的问题，也提供了加工大型旋转体工件的设备（这是该工程的

一个副产品），同时为当时国产机床的计算机控制积累了经验。 

数控机床加工曲线的常规方法是插补，这对于车床、铣床等都是可以实现的，但对磨床来

说，由于切削工具是砂轮，直接套用 x y- 插补技术有不可逾越的障碍，那就是砂轮外形对曲线

的“干涉”！所以，曲线磨床无法直接采用 x y- 插补技术。为此，该机床的总体设计放弃两个

相互垂直的工作台 x y- 插补实现曲线加工的传统结构方式，有创意地加入第三个工作台，这个

工作台就是本题中的上工作台，它在前两个工作台运动的基础上（即跟随下台和中台提供的

x y- 向运动），再做旋转运动，构成有 3 个自由度的复合运动。这样就可以与砂轮的外形配合，

加工出（理论上）复杂曲线来。 

该机床的控制系统也有不少值得称道的国内首创的技术突破。应该说，这是可以编入机械

专业教科书的精彩内容（不知道现有的机床教课书有没有编进？）。 

有了机床，就要编制出计算机控制程序，其前提是如何根据要加工的曲线（实际上是旋转

体的母线）方程，确定三个工作台相互配合的运动。 

这是适合于研究生数学建模竞赛的适当素材，本题就是围绕对这一素材，去除许多工程处

理的细节，集中于数学建模及其求解提炼出来的。 

 

二．D 题命题的指导思想 

研究生数学建模竞赛是国内研究生中较为优秀的一部分学生的竞赛，在朱道元先生为代表

的一批有识之士长期坚持和努力下，已经成为国内有重要影响的数学奥林匹克。既然是竞赛，

就要比出高低和好坏。但本命题人认为，各地和各校拿几个奖，不应是我们这项赛事的主要目

标（虽然已经出现了有的学校以此为教学水平甚至领导政绩的标志的现象），我们的根本目标应

是坚忍不拔地引导和影响国内高等数学教育走上正确健康之路，使一批研究生的数学素养又实

质性的提高，数学和理性思维有一个上台阶的提升，数学和科学视野能进一步扩大，打下能灵

活应用学到的数学理论和方法，解决较高难度问题的基础。而我们这里所说的“引导和影响”

主要通过竞赛的试题的形式和内容来体现。 基于此，D 题命题的指导思想是：    

1．考核高等数学最基本的观念和最常用的方法。就 D 题而言，涉及到建立坐标系，向量

运算，坐标变换，导数（曲线的切线），曲率，线性空间的基，动态系统的运动分析等等属于最

基本的概念。希望研究生们通过本题，认识到最前沿的科学研究，更复杂的工程技术，大部分

都将分解或转化为若干最基本、最基础的问题，所以，打好基本功，走遍天下都不怕。 

本题不追求最新最深的数学。考核学生不在表面的新鲜与好看。 

2．考核学生在解决复杂问题的过程中，能灵活地根据研究的进展，不断提炼或提出子问题

的能力，或深化问题研究的能力。本题的目标是研究三个工作台相互配合的运动，这是工程层
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面的问题，如何把它转化为一个平面运动的点的运动方程和轨迹方程，是第一层深化；如何运

用坐标变换，实现逼近是第二层深化；为保证机床各个工作台运动平稳，则是第三层深化，等

等。在每次深化中，都可以提炼出相应的数学问题及其模型。对于本题，可以提出基于线性代

数的坐标变换模型，进而微分方程模型，甚至最优控制模型，而且各问题环环相扣，层层深化，

数学的含量也逐步提高，提到什么样的问题取决于你研究的角度和深度，也取决于你的数学功

底的深浅。 

3．考核学生阅读能力和理解实际问题情景的能力。D 题的前面 2/3 的篇幅是介绍加工任务

的由来，机床特点，砂轮等文字与图的内容，希望学生能在头脑里显示机床的空间概念，理清

众多数据之间的联系和区别，为建模做好准备。如果连起码的空间想象能力都缺乏，那么后面

的工作就很难展开。如果面对一堆数据，弄不清联系与区别，你不知道先用哪个后调哪个，模

型又怎么建立？这常是影响学生解决实际问题的第一道障碍。这种能力的缺损是很多国内学生

的通病，属于综合素养的问题，而不单单是数学素养的问题。 

4．考核学生从读题中抓住其中关键的信息的能力。建立三个工作台的运动与被加工曲线之

间的定量关系是求解本题的核心，而这样理解这个定量关系的基础是能否数学描述三个工作台

构成的复合运动的方程，这也是建立误差理论的关键。另外的关键信息是能否透过众多数据，

分类好，弄清什么数据与什么有关。这个能力也非单单属于数学。 

5．考核学生对动态系统的处理能力。三个工作台的运动是一个动态过程，而非静态的坐标

变换的计算。目前学生对静态问题的处理要好于对动态问题的处理，相应的训练也不够。从这

次竞赛看，我们在研究生阶段的课程设置和训练，还存在深层次的毛病。 

6．考核学生的计算能力。这是大多数研究生较强的部分，计算机玩得比较好。 

7．考核学生的空间想象能力和文字表述能力。 

 

三．题目分析 

本题在数学上属于一类“数值逼近问题”，即使得砂轮对工件加工形成的逼近曲线尽量与理

论曲线重合。逼近的主要指标首先是精度要高或误差要小。处理数值逼近问题的基本数学思想

之一是“用空间换精度”，把整体分成若干局部，在每个局部区域（区间）上用较简单的曲线来

近似理论曲线，然后汇合成整体。所以，整体近似曲线是所有局部简单曲线的集成，当局部近

似足够小时，逼近精度将跟着提高。在研究生课程“数值计算”中，介绍了用事先选定的简单

函数（如正交多项式或三角函数，乃至小波基函数等）作为局部逼近函数的基函数，采用有关

准则来建立逼近方程，于是具体的计算就转化为求解法方程。如果考生一开始就认识到本题的

属性，容易想到上述思路。 

但是，本题却很难找到事先选定的简单函数，所以要想套用现成的逼近方法是困难的。不

过，“把整体分成局部，用局部逼近整体”的数学思想却是“放之四海而皆准的”。不能随便套

用的是教科书上现成的数学方法和相应公式。这是必须打破多数学生的“思维定势”的第一点。 

这样，具体实施这样的逼近的第一步是“分段”，将被逼近曲线 ( ), [0,600]f x xÍ 划分为

若干子段。以后我们讨论的模型和局部误差等工作就在每一子段上展开。 

第二，本题的逼近是对平面曲线的逼近，如果记砂轮旋转轴线和工件工作箱的旋转主轴线

构成的平面为p，那么工件母线就在p内，所以我们的逼近在p内实现。局部逼近是靠三个工

作台的运动实现的。为了使局部逼近曲线也是一条光滑连续曲线，三个工作台必须同时运动，

而且要相互配合，而非相继先后运动！这是一个动态的逼近过程。由于上台带动工件运动，也

就是带动工件的母线运动，或更确切些，是带动函数 ( )y f x= 在平面p内运动。 ( )y f x= 是

不变的，故可视 ( )y f x= 为刚体。因此，要认识到 ( )y f x= 在整个逼近过程中作刚体的平面

运动。这是决定我们建立模型成败的第 2 个关键。 
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所谓刚体的平面运动是指刚体这样的运动：在其运动过程中，刚体的任一点到某一个固定

平面的距离始终不变。下面简称为平面运动。不难知道，刚体的平面运动可用截刚体的一个平

行于那个固定平面的平面图形在其自身平面内的运动来代替。记此平面图形为 S。 

现研究图形 S在固定坐标系O xy- 内的运动。若图形内的任两点 ,A B固定，则整个图形

就固定，因此，图形 S的运动可用直线段 AB的运动来代替。直线段 AB的自由度显然等于 3，

因此可选用 A点的坐标 ( , )A Ax y 和 AB与 x轴的夹角j作为独立变量（这样的选法当然不唯 

        一）。当图形 S运动时，这 3 个变量是时间 t 的

函数： 

  ( ) , ( ) , ( )A A A Ax x t y y t tj j= = = ， （3. 1） 

这组函数称为平面运动方程式。 

运动可以分解和合成。平面运动可分解为

平动和转动。如图 2 所示，设平面图形 S的位

移使直线段 AB移动到 ' "A B 。这个运动可以

通过两个分位移来实现：先使 AB移到 ' 'A B ，

再使 ' 'A B 绕点 'A 旋转角度q与 ' "A B 重合。

在这样的情况下，称点 'A 为基点。当然我们

也可先使 AB移到 " "A B ，再使 " "A B 绕 "B

转动角度q与 ' "A B 重合，此时称 "B 为基点。 

     图 1 刚体平面运动 

容易看出，当以 'A 为基点时，平动从 AB

移到 ' 'A B ；当以 "B 为基点时，平动从 AB移

到 " "A B ，两者不同。但是，以 'A 为基点的

转动位移与以 "B 为基点为基点的转动位移大 

小却完全相同，都是q，而且转动方向都一样

（在本例中为逆时向）。因此，平动位移与基

点的选择有关，而转动位移与基点的选择无

关。这个认识很重要。 

 

上述分析对于位移是有限还是微小的，都

有效。所以，方程（3.1）中的前 2 个，描述

的是图形平动的规律，第 3 个描述的是图形绕 

图 2  平面运动的分解                   基点转动的规律。由下列方程组 

( ) ( ), ( ) ( )

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

A A Ax A A Ay

A A Ax Ax A A Ay Ay

x x t v t y y t v t

x x t v t a t y y t v t a t

= = = =

= = = = = =
,                (3.2) 

描述图形平动的速度和加速度。 

由下列方程组 

( ) ( ), ( ) ( ) ( )t t t t tj j w j j w e= = = = =,                                 (3.3) 

描述图形绕基点转动的角速度和角加速度，一般取逆时向为正向。 

所以，平面运动可以视为选定基点的平动和图形（刚体）绕基点的转动的合成。在此基础
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上，可以推出作平面运动的图形内各点的位移和速度。 

下面推导作平面运动的平面图形 S内任一点 B的位移。设固定坐标系为O xy- ，在图形 S

内取 A点为基点，并建立与图形 S固连的动坐标系 ' 'A x y- ， 'x 轴与 x轴的夹角为j。在任意

时刻 t ， A 点在 O xy- 系中的坐标是 ( ( ), ( ))A Ax t y t ， B 点在两个坐标系中的坐标分别为

( ( ), ( ))x t y t 和 ( ', ')x y 。那么在任意时刻 t ，它们之间的关系为 

( ) ( ) ' cos ( ) ' sin ( )

( ) ( ) ' sin ( ) ' cos ( )

A

A

x t x t x t y t

y t y t x t y t

j j

j j

= + Ö - Öë
ì

= + Ö + Öí
，                       (3.4) 

其中 ( ', ')x y 在动坐标系中是定值，注意，( , )A Ax y

和j都是时间 t 的函数。所以（3.4）就是 B 点的

运动方程，描述了 B 点随着平面图形（或刚体）

的运动得到的在固定坐标系O xy- 中两个坐标方 

向的分运动。 

(3.4)也可以用向量方法推出。记 A点，B点

在固定坐标系中的向量分为 ,A Br r ，而 B在动坐标

系 ' 'A x y- 中的向量为 ABr 。显然有 

                                   ( ) ( ' ' ' ')B A AB A Ar r r x i y j x i y j= + = + + +，（3.5） 

其中 ,i j 分别是O xy- 的两个基向量， ', 'i j 分别

是动坐标系的两个基向量。于是， B点在固 

图 3  平面运动中的点的坐标         定坐标系为O xy- 中的坐标分量为 

         ( ) ( ' ' ' ' ) 'cos 'sinB A A Ax r i x i i y j i x i i y j i x x yj j= Ö = Ö + Ö + Ö + Ö = + -， 

         ( ) ( ' ' ' ' ) 'sin 'cosB A A Ay r j x i j y j j x i j y j j y x yj j= Ö = Ö + Ö + Ö + Ö = + +。 

    这里要强调的是，作平面运动的图形内任一点的运动方程（3.4），解析几何中坐标的旋转

变换和平移变换的复核结果好像与（3.4）相同。其实，解析几何中的这两个变换谁先谁后，其

结果是不同的，因为它们求的是先后作了这两个不同变换后的坐标值，转动角度和平移量只是

静态的量。但是，平面运动的基点平动和图形绕基点的转动则是以函数形式同时进行的，不存

在谁先谁后的问题。这是现能看到的 15 篇论文中存在的一个严重通病，看来，我们的研究生的

动态观念与思想还不强，可能与课程设置与训练有关。 

我们有时更希望知道 B点的运动轨迹。将（3.4）的两式各平方之： 

2 2 2( ) ( 'cos ) ( 'sin ) 2 ' 'cos sinAx x x y x yj j j j- = + - , 

2 2 2( ) ( 'sin ) ( 'cos ) 2 ' 'cos sinAy y x y x yj j j j- = + + 。 

将上 2 式相加，并记
2 2 2' ' | |ABx y r r+ = =，则有 B点的运动轨迹 

             
2 2 2( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )A Ax t x t y t y t r- + - =，                           （3.6） 

由于 ( , )x y 是时间 t 的函数，( , )A Ax y 也是时间的函数，所以（3.4）不能直接视为一个圆的

方程，因而并非 B点的运动轨迹方程。记此时间函数为隐函数形式为 

             
2 2 2( ) ( ( ), ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0A AG t G x t y t x t x t y t y t r= = - + - - =，    （3.7） 
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为了推导运动微分方程，再看 B点的速度。对（3.4）的两边关于时间 t 求导数，即得 B的

速度在固定坐标系中的投影分量： 

 
d d

' sin ' cos ( 'sin 'cos )
d d

Bx A Axv x x x y v x y
t t

j j
j j w j j= = - - = - + ， 

 
d d

' cos ' sin ( 'cos 'sin )
d d

By A Ayv y y x y v x y
t t

j j
j j w j j= = + - = + -。 

其中
d

dt

j
w= 为图形的转动角速度。将（3.4）代入，有 

                
( ) ( ) ( )( ( ) ( ))

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))

Bx Ax A

By Ay A

v t v t t y t y t

v t v t t x t x t

w

w

= - -ë
ì

= + -í
。                       （3.8） 

如果记角速度向量 kw w= ，其中 k 为垂直于固定坐标系的基向量 ,i j 的由右手系统决定

的基向量，那么 B点的速度可写成向量形式： 

              ( )B A B Av v r rw= + ³ -= A ABv rw+ ³ 。                        （3.9） 

这就是说，图形上任一点 B的速度等于基点 A的速度与 B相对于基点的转动速度的向量和。 

同理，也可以推出 B点的加速度公式。因为本题希望工作台平稳运动（即速度尽量变动小），

所以，这套公式在此省略。 

第三，要认识到本题的逼近是靠三个工作台的运动是实现的，系统是一个动态系统。研究

动态系统的定量分析（包括建立方程，计算和求解）都在坐标系中进行。所以建立合理的坐标

系统是本题的第 3 个要点。如前所述，砂轮旋转轴线和工件工作箱的旋转主轴线构成的平面为

p，我们的所有坐标系和分析工作都在这个平面内进行。 

首先是固定坐标系（或绝对坐标系），显然应选固定的机床本身，记为O xy- 。取p内某

固定点为坐标原点O，取下台导轨方向为 x轴，规定向右为正向，按右手准则确定 y 轴。 

再建立与工件工作箱固联的工件坐标系
g g gO x y- 。取工件工作箱旋转主轴与夹具基准面

交点为该系原点
gO ，沿工件工作箱旋转主轴方向为

gx 轴，以离开工件工作箱方向为正向，同

理按右手准则确定
gy 轴。由于工件工作箱固装在上台上，随上台的运动相对机床身（即固定坐

标系O xy- ）而动，工件坐标系
g g gO x y- 是动坐标系。工件母线的方程 ( )y f x= 实际是在此

坐标系中建立的，现记此母线方程为 ( )g gy f x= 。 

最后建立旋转坐标系（或上台坐标系) ' 'M x y- ，原点 M 即为上台旋转中心， 'x 轴与
gx 相

同，显然 'y 轴与
gy 平行，相距b （中台转心到夹具基准面的距离）。 
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              图 4  三个基本坐标系 

 

第四．现考虑磨削问题 1 时的情况，这个问题的处理是求解全题的基础。 

在下图中，假设集中研究加工工件母线的 AB弧段，这个弧段在分段时已经确定。图示正

在磨削的为 A点，母线与砂轮的接触点，理论上就是 A点；而砂轮的切削点Q与 A重合。注意

到砂轮仅作高速旋转，砂轮机座与机床底座是固联的，所以切削点Q始终不动，它在固定坐标

系中的坐标 ( , )Q Qx y 为定值。而 A， B点在工件坐标系中的坐标是定值，从而在上台坐标系中

的坐标也是定值，只差工件工作箱主轴方向上的一个常量b ，即 

   

( ) ' ( ) '

( ) ' ( ) '
,

g g

A A B B

g g

A A B B

x x b x x b

y y y y

ë ë= + = +î
ì ì

= =î íí

 。                        （3.10） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                图 5 磨削工件母线的 AB弧段的示意图 

 

还要注意到，在磨削 A点时，由于工件母线的切线与砂轮的圆柱形母线是重合的，此时上

y

O x

gy

gO

'y

'x

gx

M

q

砂轮

上台

 

M

A B

Q

q

x
O

y 砂轮

gx

'x

'y
gy

gO
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台坐标系相对于固定坐标系 O xy- 已经旋转了 Aq角度，这个角度大小正好等于工件母线方程

( )y f x= 在工件坐标系
g g gO x y- 中于 A点处的切线与

gx 轴正方向之间的夹角 Aa ，由高等数

学知， 

              
( )arctan '( )g

A Af xa = ，                                  （3.11） 

当 ( )'( ) 0g

Af x ² 时， Aa 是锐角；当 ( )'( ) 0g

Af x < 时， Aa 是钝角。根据我们所设立的坐标系的关

系，可以建立 Aa 与 Aq的关系： 

               
, '( ) 0

, '( ) 0

A A g

A A g

f x

f x

q a

q a p

=- ²ë
ì
= + <í

。                               （3.12） 

 

现在我们用刚体平面运动的观点，考虑加工工件母线的 AB弧段的过程中，三个工作台的

运动量。这个过程的初始时磨削 A点，终止时磨削 B点。注意到磨削 B点时，B点必到达砂轮

的切削点Q，且工件母线在 B点处的切线与砂轮的圆柱形母线重合。这是三个工作台协调复合

运动的结果。从刚体平面运动的观点看，我们若选择 M 点（上台的旋转中心，或上台坐标系的

原点）为平面运动的基点，那么在加工工件母线的 AB弧段的过程中，下台与中台的运动结果

等于平面运动的基点 M 的运动。说得具体些，在固定坐标系O xy- 中，记基点 M 的初始点位

置为 ( ) ( , )A

MA MAM x y ，而其终止点位置为 ( ) ( , )B

MB MBM x y ，则基点 M 的 x方向的平移运动量

( )AB

MxD 和 ( )AB

MyD 分别为： 

               

( )

( )

AB

M MB MA

AB

M MB MA

x x x

y y y

ëD = -
ì
D = -í

。                                （3.13） 

实际上
( )AB

MxD 就是下台的相对平移量，
( )AB

MyD 则是中台的相对平移量。 

描述平面运动的第 3 个运动是该平面的转动角增量
( )ABqD ，即上台的相对转动量。由（3.12）

直接可得： 

                  
( )AB

B Aq q qD = -。                                     （3.14） 

    所谓“加工工件母线的 AB弧段”，是指确定下台与中台的相对平移运动量 ( )AB

MxD 和 ( )AB

MyD ，

以及上台的相对转动角。看起来有 3 个待求的未知量，但是实际上，第 3 个量在工件母线的分

段确定后，直接可通过计算曲线在指定点的导数不难得出，因此不用归入未知量。也就是说，

只需要确定 ( )AB

MxD 和 ( )AB

MyD 。应用平面运动的方程式(3.4)，注意到曲线上的 B点“被运动”到 

一开始 A点原来的位置，或砂轮切削点Q处，即在该加工的终止点处 B点的坐标就等于Q点的

坐标，这样就建立方程 

          

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) 'cos( ) 'sin( )

( ) 'sin( ) 'cos( )

AB AB AB

Q M M A A

AB AB AB

Q M M A A

x x x x y

y y y x y

q q q q

q q q q

ë = +D + +D - +Dî
ì
= +D + +D + +Dîí

。      （3.15） 

从而有 

          

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

'cos( ) 'sin( )

'sin( ) 'cos( )

AB AB AB

M Q M A A

AB AB AB

M Q M A A

x x x x y

y y y x y

q q q q

q q q q

ëD = - - +D + +Dî
ì
D = - - +D - +Dîí

。        （3.16） 
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至此，我们可以在已知“工件母线的 AB弧段”的初始基点的基础上，计算出加工该段的

下台与中台的相对运动量，而上台的相对转角则直接从工件母线方程上通过简单计算得出。 

第五．现在可考虑三个步进电机应发的脉冲数。这是简单的。不难计算出下台和中台的脉

冲当量——发一个脉冲使工作台的移动量： 

  
12

1 0.1 1
12

360 300
d

¯³
= ³ =

¯
（mm）,                                      (3.17) 

同理，上台的脉冲当量——发一个脉冲使工作台的转动量： 

 
3

1 0.1 1 1
12

360 300 9000
d

¯³
= ³ ³ =

¯
 （弧度）。                             （3.18） 

因此，下台和中台应发的脉冲个数分别为 

          

( )

1

12

AB

Mx
m

d

è øD
=é ù
é ù

，         

( )

2

12

AB

My
m

d

è øD
=é ù
é ù

；                      （3.19） 

上台应发的脉冲个数为 

              

( )

3

3

AB

m
q

d

è øD
=é ù
é ù

，                                          （3.20） 

其中记号 ¶è øé ù表示用四舍五入方式取整数。 

    

到这里，我们已经完成第一层面的建模以及计算方法的工作，即求出子段上的三个工作台

的运动量。不过，就题目要求而言，还没有结束，后面关于误差和运动平稳性的建模与计算，

更加有挑战性，需要的数学内容和工具也要深一点。 

 

四．两条母线函数的数学性态 

这两条曲线是模拟函数，第一条简单些，为探索求解整道题做准备，第二条复杂些，

考核学生灵活应用的能力。两条母线函数的数学性态的分析是必须的，因为加工方案的设计

与曲线的性态密切相关，分段逼近的分段点的选择也取决于曲线的极值点和拐点的位置。从

能看到的 15 篇考生论文看，能意识到必须要做这样常规分析的队还不多。虽然这样的分析

只能算是微积分起码的练习，不存在难度，但也可看出很多考生的数学思维意识还不强，基

本功还不扎实。 

（1）
2

1 3

7
( ) (600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y f x x x x= =- - + - Í

³
；其图像为 

0 100 200 300 400 500 600
0

50

100

150

X

Y

 

                  图 6 问题 1 的母线方程的图线 

其导函数为 
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3

7
'( ) (600 ) 0.45, [0,600]

9 10
y x x x= - - Í

³
。 

此线性导数只有一个极值点，且为极大点： max 21.4286x = （取小数点后 4 位）； 

相应的极大值为 max 130.1786y = 。 

因此，在区间 [0,21.4286)xÍ 中， '( ) 0y x > ，曲线上升，上台的转动角为负； 

      在区间 (21.4286,600]xÍ 中， '( ) 0y x < ，曲线下降，上台的转角为正。 

又二阶导数为
3

7
"( ) , [0,600]

9 10
y x x=- Í

³
。可见该曲线在整个区间上为上凸的，

因此一阶导数在整个区间一直在递减。 

  如果加工从母线方程的 0gx = 作为起点，这个特点决定了本题的上台从初始转角开始，

一直在逆时针向转动。而初始转角等于在 0gx = 处的曲线切线对工件坐标系的
gx 轴正向的

倾斜角： 

      
3

7
' ( 0 ) 6 0 0 0 . 4 5 0 . 0 1 6 6 6 6 7

9 1 0
y = ³ - =

³
， 

故上台初始转角等于： 

        0 arctan '(0) 0.95484 0.016665ya= = ¯= （弧度）。 

而在 600x= 处， 

       '(600) 0.45y =- ，  

上台的最终转角等于 

           arctan '(600) 24.2277f ya = =- ¯ 或 155.77225 。̄ 

这表明：上台在整个加工过程中的转动角为接近 25 。̄ 由于工件工作箱固定在上台上，

所以，上台的正负向转角是不匀衡的。 

 

（2） 400
2

1
( ) 30 sin ( 25 ) 130, [0,600]

100

x

y f x e x xp
- å õ

= = + + Íæ ö
ç ÷

；其图像为 

0 100 200 300 400 500 600
110

120

130

140

150

160

X

Y

 

             图 7  问题 2 的母线方程的图线 

 

这是一条起伏 2 次的曲线，其中大约在[0，200]区段中，曲线的形态类同于问题 1 的曲

线。在以后的部分出现了下凸。因此，对此类曲线只能采用轮式砂轮，而轮式砂轮的轮廓形

状则与曲线的曲率密切相关，选取不当会引起砂轮对工件的“干涉”——磨削掉不该磨削的
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部分。 

i) 先求函数的一阶导数。 

400 400
3 17 1 3 17

'( ) cos ( 25 ) 0.245 cos( )
40 100 40

x x

y x e x ep a d
- -è ø

= + + = +é ù
ê ú

 

其中 a=
1

( 25 )
100

x p+ ， 0.245d=  （弧度）。 

     在此基础上求极值点。令 '( ) 0y x = ，有 

         
1

cos ( 25 ) 0.245 cos( ) 0
100

x p a d
è ø

+ + = + =é ù
ê ú

，得 

               
1 3

( 25 ) 0.245 , , , [0,600]
100 2 2

x x
p p

p+ + = Í  

对于 
1

( 25 ) 0.245
100 2

x
p

p+ + =，得到极值点 1 54.0398x = ，这是个极大点，记为 

                       max 54.0398x = ， 

相应的极大值等于    max max( ) 155.4262y y x= = 。 

对于  
1 3

( 25 ) 0.245
100 2

x
p

p+ + =，得到极值点 2 368.1990x = ，它是极小点，记为 

                      min 368.1990x = ， 

相应的极小值等于    min 118.4072y = 。 

     有了函数的极大值和极小值，便得到函数的极差 

       155.4262 118.4072 37.0190D= - = 。 

函数的极差是确定轮式砂轮的直径的依据之一。 

ii) 再求函数的二阶导数。 

由  400
3 17 1

'( ) cos ( 25 ) 0.245
40 100

x

y x e x p
- è ø

= + +é ù
ê ú

 可得 

400 400
3 3

51 1 51
"( ) sin ( 25 ) 0.490 sin( )

16 10 100 16 10

x x

y x e x ep a d q
- -è ø

=- + + =- + +é ù³ ³ê ú
 

其中 
1

arcsin 14.03624 0.2450
17

q= = ¯= （弧度）。 

函数的拐点是二阶导数的点。令 
1

sin ( 25 ) 0.490 0
100

x p
è ø

+ + =é ù
ê ú

，得 

       
1

( 25 ) 0.490 0, ,2 , , [0,600]
100

x xp p p+ + = Í  

 对于
1

( 25 ) 0.490 0
100

x p+ + =，解出的 x为负值，此种情况舍去； 

 对于
1

( 25 ) 0.490
100

x p p+ + =，得到第 1 个拐点 1 186.6194x = ； 
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对于 
1

( 25 ) 0.490 2
100

x p p+ + =，得到第 2 个拐点 2 500.7787x = 。 

iii) 2 个极值点和 2 个拐点，将区间[0,600] 分成五段。 

第一段： [0,54.0398), (151.2132,155.4262)x yÍ Í 。 

在此段中， ' 0y > ，而 " 0y < 。上台的转角由（负角） 

3 17
arctan '(0) cos 0.2450 arctan 0.1591 9.0396

40 4
y

på õ
= + = = ¯æ ö

ç ÷
 

转至零度。 

   第二段： (54.0398, 186.6194), (155.4262, )x yÍ Í 。 

在此段中， ' 0y < ，而 " 0y < 。上台的转角由零度转至 

  a r c t a n ' (1 8 6 . 6 1 9 4 ) 1 0 . 6 5 5 5y = - ¯   （正角）。 

第三段： (186.6194,368.1990)xÍ ， 

在此段中， ' 0, " 0y y< >。上台的转角由 

  a r c t a n ' (1 8 6 . 6 1 9 4 ) 1 0 . 6 5 5 5y = - ¯   （正角 0 

转至零度。 

第四段： (368.1990, 500.7787)xÍ ， 

在此段中， ' 0, " 0y y> >。上台由零度转至 

  a r c t a n ' ( 5 0 0 . 7 7 8 7 )y = 

第五段： (500.7787, 600]xÍ 。 

在此段中， ' 0, " 0y y> <，上台由 

arctan '(500.7787)y = 

转至 arctan '(600)y = 

我们可以看到，曲线在下列两个区间的起伏比较大：[0，100}和[300，400]。除此外的

[100，300]何[400，600]中还是比较平坦的，也即上台的转动量并不大，或者说，在这 2 个

区段，要求上台的转动角速度是一个很小的值，在两个拐点附近，上台转动角速度甚至可

接近零！。 

这样的观察，将可使得加工方案大为简化。因此，对曲线的数学分析必不可少。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              图 8  问题 2 母线方程的分段性态 
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 最后计算曲线的最小曲率半径，这个数据在确定轮式砂轮的几何尺寸时是必须的。 

   由微积分知，函数 ( )y f x= 的曲率为：      

( )
3/ 2

2

| "( ) |

1 '

y x
K

y
=
+

， 

所以其曲率半径等于            
( )

3/ 2
21 '1

| " |
f

y
R

K y

+
= = 。 

何处曲率半径最小？严格地说，要写出
fR 的函数表达式，然后求其最小值。不过对本

题的函数，指数函数 400

x

e
-

只起到衰减作用，不影响正弦函数的极值性，故我们只需求

2 ( )y f x= 在 2 368.1990x = 处的曲率半径就可以了。不难求得 

2 3

51
"| 0.386425

16 10
xy =- ³

³
，  

2
' | 0xy = ； 

故      
2

| 811.866f xR =  （mm）。 

 

五．误差分析及其模型 

1．局部误差 

考虑加工弧线段 AB，由点 A加工至 B（见图 5）。在第三节中，我们已经推导出：随

着基点的平动和图形（即刚体）的转动，作刚体平面运动的图形上的任一点 B 在固定坐标

系中的运动方程（3.4）。现我们的基点是中台的几何中心 M ，所以将（3.4）改写为 

      
( ) ( ) ' c o s ( ) ' s i n ( )

( ) ( ) ' s i n ( ) ' c o s ( )

M

M

x t x t x t y t

y t y t x t y t

j j

j j

= + Ö - Öë
ì

= + Ö + Öí
，                    （5.1） 

其中 ( )x t ， ( )y t 为 B点在固定系中的两坐标位移量， 

( )Mx t ， ( )My t 为 M 点在固定系中的两坐标位移量， 

( )tj 为图形的转角（正向按逆时针计）， 

', 'x y 是 B点在上台坐标系中的两坐标分量，它们为定值。 

由此，不难得到 B点沿着运动的曲线的方程：（即（3.6）式） 

2 2 2 2 2( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ' 'M Mx t x t y t y t x y r- + - = + =，             (5.2) 

其中 r 等于 B点到 M 点的距离，是个定值。注意，这只是一个表面上消去角度j的方程，

自变量仍然是时间 t ，故不能称为 B点的运动轨迹。这样，在固定坐标系中，它不能视为一

个中心在 ( , )M Mx y ，半径为 r 的圆。当给定平面图形的转动规律 ( )tj j= ，随着时间的变

动增长，（5.2）给出的平面曲线常会变得相当复杂。但是，若基点的运动 ( )Mx t ， ( )My t 的

变化率不太大，在一个较短的时间段 [0, ]ft tÍ （
ft 是个小值）中，曲线 ( ) ( ( ))y t g x t= 或

( ( ), ( )) 0G x t y t = 可认为接近于对称的二次曲线。这样的数学条件，在加工我们的曲线时显

然是满足的。因为我们希望下，中台的运动较为平稳，而分段后各段的转角也不大。 

这样得出的观察和认识结论可为加工弧线段 AB时的误差模型提供方便。 

一个较简便的误差模型可用理论曲线 ( )f x 与逼近曲线 ( )g x 之差的无穷范数来建立： 
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           || || max | |
AB

f g f g¤D= - = -                            （5.3） 

由于 f 是在工件坐标系里定义的，而逼近函数在固定坐标系里计量的。所以上述定义

仅有理论上的意义。为了更便于计算，我们进一步改用二条曲线的弓段上的高之差来近似。

若记理论曲线的弓上的高为t，逼近曲线的弓段上的高为d。定义逼近误差为 

              | |t dD= -。                                       （5.4） 

现来计算此值。 

给定工件母线方程 ( )y f x= （工件坐标系）

和弧线段 AB的两端点 ,A B的坐标 ,A Bx x ，则在直

线段 ' 'A B 上由 Lagrange 中值定理，在 AB段上至

少存在一点 'C ，使 

'

( ) ( )
( ) A B

C AB

A B

f x f x
f x k

x x

-
= =

-
，    （5.5） 

                                     

从中解出 'Cx 的值。直线 AB的方程为 

 图 9 母线在 AB段上的弧线弓的高         ' '
' '

' '

( ) ( )
( ) ( )B A

A A

B A

f x f x
y f x x x

x x

-
= + -

-
， 

将 'Cx 代入，解出直线 'Cx x= 与直线 AB的交点的 y 值： 

'

' '
' ' ' '

' '

( ) ( )
( ) ( ) ( )B A

C A C A C

B A

f x f x
y x f x x x h

x x

D-
= + - =

-
。 

这样就不难得到弧线段 AB的弓的高等于 

                       ' '

2

| ( ) |

1

C C

AB

f x h

k
t

-
=

+
。                             (5.6) 

   注意，上述计算均在工件坐标系中进行。 

再考虑工件母线平面运动所形成的逼近曲

线的弓段上的高d（见图 10）。前面已经得出

一个近似的但足够精确的结论：在本题中，由

（5.2）给出的曲线可视为对称的二次曲线，记

此曲线为 ( )y g x= 。注意！我们在固定坐标系

里计算d，故必须将工件母线在工件坐标系里

的方程转变为在固定坐标系里的方程，当然这

个工作是常规的。由于弧线 AB是对称的二次

曲线，图中的 'C （注意这里的 'C 与上述的 

图 10  局部误差示意图               'C 意义不同， ', 'A B 则在固定坐标系中的点）

恰为线段 ' 'A B 的中点，即 

               ' ' '

1
( )

2
C A Bx x x= + 。 

由（5.2）， 

A

B

Q
d

x

y

O
'A 'C 'B

C

 

 

A

B

C

t

gx

gy

gO 'A 'B'C  
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2 2 2

' '( ) ( )C M C Mx x y y r- + - = 

得              
2 2

' '( )C M C My y r x x= ° - - ， 

而直线 'Cx x= 与直线 AB的交点的 y 值 

             
'

' '
' ' ' '

' '

( ) ( )
( ) ( ) ( )B A

C A C A C

B A

f x f x
y x f x x x h

x x

D-
= + - =

-
 

再提醒一句，上述的 f 是母线方程在给定的 AB分段位置时在固定坐标系中的方程！ 仿

（5.5）可得 

                    ' '

2

| ( ) |

1

C C

AB

f x h

k
d

-
=

+
。                               （5.7） 

注意，（5.6）与（5.5）形式看起来一样，但实质不一样，因为计算时在不同坐标系里

进行的。 

再将 ,t d的值代入(5.4)，即得该段上的局部误差。 

这个模型的优点是比较简单，也很直观。因为加工时分段的，如果每段的误差计算很

复杂，将引起整个曲线的计算量大大增加。 

还可以考虑用理论曲线下的面积和逼近曲线下的面积之差来描述局部误差。（由于时间

关系，在此先省略，推导并不难。如有可能，以后补上） 

 

2．整体误差 

整体误差一般等于局部误差之和。 

但这里还要考虑来每段的脉冲数取整带来的误差。如果每段的三个工作台中最少的脉

冲个数大于 50，那么因四舍五入带来的误差并不大；而工作台中最少的脉冲个数与分段有

关，该段较长则脉冲数必定较多，但是该段长度越大，则上述的局部误差一般也越大。这实

际上又构成一个静态优化问题。 

如何折中这两者的关系，笔者还没有作实质性的工作，在阅卷前已经没有可能，只好

等以后再说。哪位老师有兴趣，不妨一试，笔者甚为感谢。 

 

六．理想的动态模型 

第三节给出了三个工作台分析的基础，即用刚体平面运动的观点和方法，可以在分段

的基础上，求出加工每一段中三个工作台应发的脉冲数。特别令人兴奋的是，由于砂轮的切

削点与工件母线的切线重合，所以，加工出的曲线在相邻两段的连接点处至少具有一阶导数

连续！所以，这样的逼近曲线至少是二阶样条函数（是不是多项式？待研究）。这个结论为

上一节的误差分析提供了坚实的数学基础。 

但是，停留在这个层面还不够，每段的脉冲数有了，还需要知道它们的分布，从而控

制工作台运动的速度（乃至加速度）。所以，需要一个动态数学模型来描述本题的加工过程。

实际上，在加工过程中，工作台一直在运动，因此，这样的机床系统是一个动态系统。描述

动态系统的合适的数学工具是微分方程。除此外，还要考虑这样的系统的运动须满足逼近的

要求，即求三个工作台的最佳运动。从控制的角度看，这三个工作台的运动不仅仅提供一个

时段中的脉冲数，还需包括这些脉冲的分布，从而形成工作台的最佳控制函数。因此，较为

合理的数学模型应该归结为一个最优控制问题。 
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大家知道，一个最优控制问题属于动态优化问题，它的数学描述包括四个主要部分：

一是动态系统的运动描述，一般用描述系统运动的状态变量和能改变系统运动的控制变量以

及有关参量构成的一组微分方程组来表述，对于集中系统，可表为常微分方程组 

 ( ) ( ( ), ( ), )x t F x t u t t= ， 

其中状态向量
1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))T

nx t x t x t x t= ，控制向量
1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))T

ru t u t u t u t= ，t 一

般指时间实变量， : n nF D R RË ­ ；二是这个系统的状态的初始值和终端值。三是相关

约束条件；第四是描述系统运动的目标性能泛函，即用来刻画控制达到的目标。约束条件和

目标泛函都要用状态变量和控制变量来表达。因此，最优控制问题是寻求动态系统从初始状

态开始，运动到终止状态，且其运动满足所有约束条件的整个过程中，使目标性能泛函取得

极小（或极大）值的控制变量函数。 

仍然以子段的逼近来考虑模型的建立，即加工弧线段 AB，由点 A加工至 B（见图 5）。 

首先是系统的状态方程。建立状态方程的前提是选择好系统的状态变量和控制变量。

按照我们在前面的分析，三个工作台相互配合的运动使工件与砂轮相切，等价于刚体平面运

动，而这个平面运动由基点的平动和上台的转动来实现，具体的基点运动是由下，中台两者

相互正交的线运动合成而成。所以，下，中台的运动就是输入的控制量。加工的任务由 A加

工至 B，也即使 B点最终移动至砂轮的磨削点Q，而开始时是 A与砂轮相切，与Q点重合。

所以，问题的核心是 B的运动。这样系统的状态量首先是描述 B点的运动量。记 B 点在固

定坐标系中的运动量为它的两个正交的位移量 ( ), ( )x t y t ；其次，仅有 ( ), ( )x t y t 还不足以描

述 B点向切点Q“靠近”的状态，故上台的转动也要选为系统状态量。由此，我们选向量 

              ( ) ( ( ), ( ), ( ))TX t x t y t tj= ，                             （6.1） 

为系统的状态变量。 

系统的控制变量选控制 B点向切点Q“靠近”的那些变量，即为 

              ( ) ( ( ), ( ), ( ))T

Mx MyU t v t v t tw= 。                          （6.2） 

现在可根据刚体平面运动方程来写出系统的状态方程，状态方程是微分方程，故对（5.1）

两边关于时间 t 求导： 

d d
( ) ( ) ' sin ( ) ' cos ( ) ( ) ( )( 'sin ( ) 'cos ( ))

d d
M Mxx t x t x t y t v t t x t y t

t t

j j
j j w j j= - - = - + ， 

d d
( ) ( ) ' cos ( ) ' sin ( ) ( ) ( )( 'cos ( ) 'sin ( ))

d d
M Myy t y t x t y t v t t x t y t

t t

j j
j j w j j= + - = + - ， 

其中  
d ( )

( )
d

t
t

t

j
w = 是平面图形的转动角速度。上两个方程加上第 3 个状态变量的导数，

即可完整地描述平面的 B点在固定坐标系中的运动：即系统的状态方程： 

d d
( ) ( ) ' sin ( ) ' cos ( ) ( ) ( )( 'sin ( ) 'cos ( ))

d d

d d
( ) ( ) ' cos ( ) ' sin ( ) ( ) ( )( 'cos ( ) 'sin ( ))

d d

( ) ( )

M Mx

M My

x t x t x t y t v t t x t y t
t t

y t y t x t y t v t t x t y t
t t

t t

j j
j j w j j

j j
j j w j j

j w

ë
= - - = - +î

î
î

= + - = + -ì
î

=î
î
í

， 

                                     （6.3） 
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这构成了 ( ) ( ( ), ( ), )x t F x t u t t= ，这是一个非线性系统（带来求解的困难程度）。 

其次，写出系统状态的初始和终端条件，这比较容易： 

      初始值：
'

(0)

(0)

(0) arctan ( )

B

B

A g A

x x

y y

f xj q p

ë =
î

=ì
î = = +í

；                       （6.4） 

注意， (0)j 指加工该段的端点 A时图形在固定坐标系里的倾角，
' ( )g Af x 是在工件坐标系

里的计算值。 

终止值：
'

( )

( )

( ) arctan ( )

f Q

f Q

f g B

x t x

y t y

t f xj p

ë =
î

=ì
î = +í

。                             （6.5） 

   第三是约束条件，这里包括本题给定的机床进给速度的限制和平稳性要求等，比如要求

工件每转动 100 转，砂轮切点载工件工作箱的旋转轴方向上的移动量部超过 4mm。这些条

件均要表达为相同状态变量和控制变量以及参数的有关方程，具体内容要结合加工方案写

出，这里暂时省略。 

   最后，也是最重要的，是目标性能泛函，主要是根据问题的要求而定。我们的问题时要

逼近理论曲线，所以前述的误差（5.4）作目标性能泛函是合理的，但要写成状态变量和控

制变量的某种泛函形式。理论上，更希望写成积分形式，所以，最好写成形式 

       

0

[ ( )] ( ( ), ) ( ( ), ( ), )d

ft

f fJ U t S X t t L X t U t t t= +ñ 。                     （6.6） 

具体到我们的问题，可以用理论曲线和逼近曲线下的面积，正好能写成积分形式的泛函，这

里也先省略（需要的话以后再补，各位评委不妨试试）。 

于是，本题的最优控制问题是寻找最优控制向量 *( ) ( *( ), *( ), *( ))T

Mx MyU t v t v t tw= ，

使得动态系统（6.3）的状态变量 ( ) ( ( ), ( ), ( ))TX t x t y t tj= 从初始值开始运动，一直演化到

终止值为止的过程中，目标性能泛函取最小值。 

这是一个理想的数学模型。但是要真正要求解它并不容易，可行的求解途径是数值方

法。 

 

七．问题 3，4 的修整策略 

其实，假若问题 1，2 已经解决，那么问题 3，4 并不复杂。实际上只需要对砂轮的磨

削点Q在砂轮切削面上合理移动就可以，即改变每段计算中的Q点坐标。 

以问题 3 为例。设圆柱形砂轮的厚度为 a，加工问题 1 的曲线时，可按时间先后，让切

削点在砂轮表面从左到右均匀地移过来。 

问题 4 稍麻烦些，但原则是一样的。只要轮式砂轮的几何尺寸确定后，不难选择Q点

沿砂轮的移动策略。 

 

八．各问题的加工方案（简述） 

   如果完全按照最优控制问题进行求解的话，可以求出每段的下台和中台的脉冲分布（分

别由 ( ), ( )M Mx t y t 确定），以及上台的脉冲分布（由 ( ), ( )t tj w 决定）。这是一条高层次的求
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解之道。但是，我们已经看到，这是一个非线性问题，一般只能采用数值方法。从目前能看

到的考生论文情况，恐怕很少会有人想到这条路。所以笔者这里不展开讨论。 

幸好本题有工作台平稳运动的要求，有希望使我们避免求解最优控制问题。 

先解释一下为什么要有平稳性要求？在最后上网的正式题定稿前，笔者的提法只提平

稳性而没有提加工光洁度。这是因为除了工件表面光洁度要求外，要求机床运动平稳的一个

更要紧的因素是机床控制系统的要求。由于机床很大很重，虽然有专门的润滑子系统使工作

台滑动比较自由，但若三个工作台一会儿快一会儿慢，这将使机床的电机-伺服放大系统的

负担增加，会改变机床的动态运动特性。可能朱老师怕学生不理解，最后上网稿仅把这个要

求归为加工光洁度，当然就做题而言并无大碍，便于广大非机械专业考生的理解。 

好，既然有了平稳性要求，我们可以结合第三节分析的结果（即算出每段需要的脉冲

数），用启发式方法来求解，避免走最优控制的道路。所以，对很多没有学过最优控制的考

生，也不会原则上影响他们求解本题。 

这里先解释一下题目中若干数据的含义。 

   步进电机理论上是间断工作的，但若输入脉冲的频率达到一定值，加上机床伺服系统的

平滑作用和工作台本身的惯性，可以认为整个控制作用是连续的。其次，对步进电机的输入

脉冲频率不能太高，这影响到电机的输出功率，若高过某一值，电机将出现“失速”乃至不

能工作。所以题目中规定了输入脉冲的最高频率值。第三，脉冲频率也不能太低，否则就能

不能保证工作台的运动的连贯，加上实际加工中还要考虑工作效率，所以，题目要求加工时

间尽可能短（总不能半个月加工一个零件吧！）。笔者在题中没有提“使加工时间最短”之类

最优化语言，怕误导学生。 

但是，还是有不少考生误认为这是要求作时间最优化模型的提示，故有些论文就以这个

线索为主线进行建模。 

第二，工件工作箱的工程作用主要有 3 个。其一是固定工件，这由夹具本身完成，与

本题无关；其二是对工件定位，确定加工的起点，这实际上也不用考虑，因为题中说明了夹

具基准面就是工件母线 0x= 的起点。前 2 个作用属于工程内容，题目已将它淡化。第 3 个

作用是提供旋转，这是与本题直接有关。工件旋转轴与工作箱主轴重合，工作箱主轴旋转带

动工件旋转。这是加工旋转体工件必须的，否则工件不转，砂轮加工出的只是一条线！有些

考生把磨削速度与此相联。本题不要求讨论这些工程的细节（避免专业的局限），特地假定

磨削的条件都满足。其实磨削速度主要由砂轮本身的旋转决定的，砂轮机箱可使砂轮高速旋

转，所以砂轮外层的线速度很高（不高就无法磨削），磨削速度与工件工作箱的转速无关，

但却与机床的“走刀量”密切相关。 

题目提供：工件工作箱主轴的转动速度设定在 250-300/分钟。这个条件不是可有可无，

它与另一个提供的条件放在一起（要求工件每转动 100 转，工作箱轴线方向上的“走刀量”

不大于 4mm），就可以估计出加工时间，有了这个总的时间，就可以知道如何分段，等等。 

在“走刀量”条件下，可以断定，工件工作箱主轴的转动速度越高，单位时间里加工

长度（即沿工件的轴向的长度）越大，因而加工过程越短。所以，加工方案应选择工作箱主

轴转速的上限：300/分钟。因此，1 分钟可以加工的工作箱轴向长度最高达 12mm。 

于是，600mm 长的工件，最多需要时间为 50 分钟。这是理想情况下的答案。实际上，

加工时沿着曲线的切向进行的，所以，实际时间要大一些。 

所谓“在尽可能短时间内完成磨削”，就可以用上述简单的估计给出答案。笔者想，这

些用简单的物理知识不难意义分析，不存在专业上的局限。如果一个非机械专业的研究生，
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这样的分析都困难，那么他们还能从事什么样的科研呢？科研工作中，其实只有大的学科分

类，要什么都由别人告诉你，那要你干吗？好，现在我们对各题的加工方案的介绍，已经水

到榘成了。限于时间，笔者用较简略的方式叙述。 

 

问题 1 的加工方案： 

1．加工基准：上面已经说明了。 

2．加工次序：从夹具基准面开始为 0gx = 的起点。注意， 0gx = 时要求圆柱形砂轮与

工件母线相切，上台要预先顺时针方向转一个角度（见第 4 节对曲线方程的数学分析），下

台和中台的到位运动要满足工件在 0gx = 处的 (0)f （在工件坐标系内）。这些运动量都可

以在机床控制面板上自动显示（题目在第 2 段表述过）。 

3．砂轮几何尺寸：理论上任一圆柱型砂轮即可，厚度和直径不限。若要考虑到问题 3

的修整策略，需要对砂轮厚度提出要求，因为厚度太小，不便于修整。因为大多数考生缺乏

磨削工艺知识，对砂轮难以提出具体要求。所以对此不必严格。 

4．分段。这是很重要的一环。逼近论常采用等分原则，看到很多考生也这么做。对于

问题 1 和 2，等分不是好方法，因为要考虑上台的转向，也就是在不同的曲线段，上台的转

向不一致（或顺时针向或逆时针向）。另一个考虑的因素是工作台的平稳性，应尽量使工作

台在相邻两段中的脉冲频率接近，或者使两段的连接处的邻域里的脉冲数的时间分布接近。

这是保证工作台运动平稳的启发式原则。 

如果计算下来不满足此原则，则需要调整分段的大小，即或放长该段，或缩短该段。

在放长该段时，应对照误差计算（笔者在前面详细介绍按函数无穷范数定义计算的公式）的

结果，因为分段放长一般使误差变大。所以要先在分段前设定误差界。 

对于问题 1，可以先设第一段为[0,21.4286] ，其中 21.4286 是该函数的唯一极值点。

在此点前后，上台的转动方向相反。以后的分段则按照上述原则处理。 

因此，分段的原则是：误差+平稳+特殊点。 

5．每段的脉冲数和这些脉冲数的分布处理，实际上是与分段结合进行的。 

这里要提一个脉冲数取整的方法。计算出的各段脉冲一般是带小数部分的。故先按四

舍五入原则取整。 

这时要执行减少误差的一个措施：“补偿”原则，具体为： 

若四舍，舍去的小数部分要计下，到下一段时补上； 

若五入，则把多出的部分在下一段减去。 

这样做的好处是，误差可尽可能地在相邻段里消化，不致于到最后误差越来越大。 

 

问题 2 的加工方案： 

与问题 1 相比，区别主要在 2 点，其它基本相同。 

区别之一是分段。如前所述，曲线有 2 个极值点和 2 个拐点，而且，曲线在下列两个

区间的起伏比较大：[0，110}和[280，420]。除此外的[110，280]和[420，600]中还是比较平

坦的，也即上台的转动量并不大，或者说，在这 2 个区段，要求上台的转动角速度是一个

很小的值，在两个拐点附近，上台转动角速度甚至可接近零！。这就为分段提供了事分有利

的信息，可不必死做。（我看到的论文大多不会实事求是，灵活处理） 

这样，在区间[0，100]和[300，400]，可按问题 1 种叙述的原则办，分段尽量小一点，
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例如在[0，100]中，第 2 个极大点 1 54.0398x = 在其中。因此可在[0，54.0398]中先分 2 段，

按前述误差原则和平稳原则判别。 

在比较平坦的区间[110，280]和[420，600]，因为要求上台和中台的运动量较小，主要

是下台的运动，因此，分段完全可以大些，例如可采用“二倍法”，只要误差允许，加倍之，

一直到达误差限。 

问题 2 的另一个特点是需要选择砂轮的几何尺寸。在工程实践中，砂轮的选择当然有

很多要求和局限，其尺寸不可能是任意的。但在本题中，我们只考核学生有没有空间想象能

力，能避免不当的尺寸产生“干涉”现象和“相撞”现象。 

避免干涉的对策很简单，只须使砂轮在其横截面外端轮廓的圆弧半径小于被加工曲线

的最小曲率半径。前面已经算出函数的最小曲率半径为 811，那么原则上砂轮的圆弧半径可

选不大于 800 就可以。当然，一般可选再小一点，比如 600。若要把问题 4 连起来考虑，还

要考虑砂轮的厚度。但砂轮半径过小，在修整时（问题 4）会使 

所谓“相撞”，指由于曲线有凸有凹部分，若砂轮的直径过小，在磨削凹下去的部分砂

轮轴与曲线的凸出部分发生接触相碰。所以，砂轮的直径应足够大以避免此类现象的发生。

对策也是容易的，因为前面已经算出函数的极差。 

可惜很多同学在论文中没有提及，可能没有意识到这两类比较初等的问题，这不能不

使一件遗憾的事。 

 

问题 3，4 的加工修整策略，只须把砂轮的切削点Q沿砂轮表面曲线，设计一个移动方

案。问题 3 简单些，问题 4 则可以结合曲线的起伏，分别在轮式砂轮表面圆弧上有规律移动。

比如，加工上凸曲线的左边部分，用砂轮圆弧的右边部分，而加工上凸曲线的右边部分，则

用砂轮圆弧的左边部分，并使砂轮的切削点Q的移动连续变化。还要注意，切削点Q 的移

动连续变化时，上台的转动也要跟着变。但这已经不存在原则困难。 

 

好了，已经写得很长了，就此打住。由于时间很匆忙，加上水平有限，本文肯定存在

错误与不足，请各位批评指正。 

谢谢！ 

 


